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SUR LA THEORTE DES IMMERSIONS 
VALENTIN PO~NARU 
(Received 30 Jdy 1961 and in revised form 10 January 1962) 
CE TRAVAIL contient une serie de r&hats sur la theorie des immersions. Dans une certaine 
mesure il peut etre considere comme la suite du second chapitre d’un article anterieur [6]. 
Mais sa lecture ne suppose aucunement connu [6]. 
Par immersion on entend comme d’habitude une application differentiable de rang 
maximum. Comme on sait la relation d’equivalence homotopique habituelle n’est pas 
assez fine pour les immersions. On doit la remplacer par la notion d’homotopie rtguliere. 
Une homotopie reguliere est une homotopie qui a chaque &ape est une immersion et telie 
que l’espace tangent varie d’une facon continue. 
Le premier chapitre contient le lemme suivant : si deux immersions sont rtgulierement 
homotopes on peut tojours modifier l’homotopie de telle facon qu’elle devienne de classe 
Cm par rapport B l’ensemble des variables, tout en restant regulibre. 
Le second chapitre contient la solution du probleme suivant: classifier par la relation 
d’homotopie reguliere les figures constituees par des spheres k-dimensionnelles immergtes 
dans une variete de dimension n (n > h-) et r sections orthonormales de leur fibre normal. 
La solution est exprimee en termes d’homotopie de certains espaces fib&. Les demon- 
strations utilisent dune facon essentielle la thtorie de Smale [8] ainsi que l’expose que 
Thorn en a don& au Seminaire Bourbaki. On introduit une suite d’invariants Sz’ 
(i = 0, 1,2, . . .) tels que l’invariant 0-dimensionnel, Q2” coincide avec l’invariant Q de 
Smale. Le chapitre II pourrait &tre expose aussi dune autre man&e: en generalisant tout 
d’abord la theorie de Smale en posant V, au lieu de E,,, puis en relevant l’homotopie de 
cette theorie en une homotopie de sections normales. Mais je pense que la voie choisie 
ici est plus commode. 
Les chapitres III et IV contiennent quelques applications. 11s sont plus ou moins une 
version de la theorie de Hirsch [3]. On y trouve notamment la solution d’une conjecture 
de Ehresmann [2] et l’integration d’une certain type d’inegalites differentielles globales. 
Le chapitre V contient le resultat qui est probablement le plus interessant de ce travail: 
“Toute variete parallelisable, ouverte de dimension II peut &tre immergee dans En.” 
Pour n = 3 le theoreme est deja Ctabli par Whitehead dans un de ses derniers mtmoires 
[131-j-. Si l’on fait tomber l’hypothese que la variett est ouverte, mais on remplace E, par 
E n+l on obtient un thtoreme de Hirsch [3]. 
t Meme le cas g&k-al a 6tC prow& trks rtcemment par Hirsch [15]. 
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L’idte de la demonstration est de construire une thtorie d’obstructions qui s’experiment 
successivement a l’aide des invariants construits dans le second chapitre. 
Enfin, il est a remarquer que pour les varittes a 3 dimensions, l’invariant Q’ est intime- 
ment lie a l’invariant a(h) de [7] on a l’invariant m de [6]. 
Ces invariants (comme une construction de m&me nature de [ 131) sont definis d’une 
man&e “tlementaire”, c’est-a-dire non par l’homotopie des varietes de Stiefel (ou plus 
generalement des fibres a fibre varitte, de Stiefel associts au fibre tangent) mais par l’homo- 
logie du bord du tube de S, dans V,. Dans ce bord, le champ transversal a S,, qu’on Ctudie, 
induit une sous-variCtC homeomorphe a S1 dont la classe d’homologie dans le bord du 
tube est CtudiCe. 11 n’est pas difficile de montrer pour ce cas l’equivalence de la theorie 
“eltmentaire” avec celle presentee ici. Une thtorie “Clementaire” pour le cas general ne 
semble pas dtpourvue d’inttret. 
$1. UN LEMME DE LA THl?ORIE DES IMMERSIONS 
Soient M,, V, des varietes differentiables. 
D’aprts Smale [l], nous allons dire qu’une homotopie f, : M, + V, est reguliere si: 
pour t fixe quelconque, f, est reguliere (c’est-a-dire que c’est une immersion) 
l’homotopie induite pour le fibrt tangent est continue. 
Thorn a prouve, suivant une idte de Whitney, le lemme suivant [2, lemme N-51, “Si 
deux applications fo, fi de classe C” de Mk darts V, sont homotopes, on peut Ies relier par une 
homotopie de classe C”.” 
Dans cette note nous allons prouver le lemme suivant, qui est en quelque sorte un 
analogue du lemme de Thorn: 
LEMME. “Soient f. et fi deux immersions de classe C” de M, dans V,,. Supposons Mk 
compacte et fo, fi regulierement homotopes. Dans ces conditions il existe une homotopie 
regulitre f,, reliant f,, etfi qui soit de classe C” dans l’ensemble des variables (x, t).” 
Demonstration. On considere V,, plongee par, une application de clase C”, 4, dans 
E, (p suffisamment grand). Soit TP le tube de V, dans E,. TP est un fib& de fibre Et,_,; 
c’est une varittt differentiable ouverte (la structure differentiable est induite par celle de 
EP) et la projection n : TP -+ V, est de classe C”. 
Choisissons un recouvrement (UJ, ouvert, fini, de [0, l] (l’intervalle de variation de t), 
assez petit (on verra plus loin “l’ordre” exact de grandeur de (Vi)) tel que : 
il y a un intervalle de (Ui) et un seul qui contienne un certain voisinage (assez petit) de 
0 E [0, l] ; de m&me pour 1 E [0, 11, 
un point quelconque de [0, l] est contenu dans deux ensembles de (Vi) au plus. 
Soit e,(t) une partition indefiniment differentiable de 1, subordonnee a (Us). Attachons 
a chaque Ui E (Vi) un point pi defini ainsi: 
- si 0, 1 Z Ui, pi = milieu de Ui 
- si 0 E Ui, pi = 0 
- si 1 E Ui, pi = 1 
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Considerons l’application F(t, X) : [0, l] x M, + V, definie par la formule suivante: 
F(4 X) = II [T ei(t)C(f,,(X))] 
Je dis que F(t, x) a les propriete de l’enonce. Tout d’abord il faut verifier que F(t, x) est 
bien defini. Pour cela il faut que 
7 404(f,i(x)) E T, 
Ceci est bien possible, vu que M, est compacte, si (Ui) est assez petit. 
D’autre part, vu que 0, 1 ne sont contenus que dans un seul Ui E (U,), F(t, x) coincide 
avecfe et fi dans des petits voisinages de 0, 1. F(t, a-) est continue; c’est bien une homo- 
topie reliant f,,,fi. On doit encore prouver qu’elle est de classe C” dans l’ensemble des 
variables, que pour t fixt elle est une immersion, que l’homotopie induite pour les fib&s 
tangents est continue. 
La premiere assertion est Cvidente. 
Nous allons prouver, que, pour t fix& F(t, x) est une immersion. Soient cl, . . . & un 
systeme de vecteurs tangents a M, en x E M,, lineairement independants. 
Pour t fix&, F(t, x) s’ecrit: 
F'(G xl = ~[P~(f,W) + fw(f&>)] 
oh A, p 2 0, 3, + p = 1, p', p" assez voisins de t. Comme f,+ f,- sont deux immersions et q5 
un plongement, 4(f,, <C;i>)2 4(fp45i)) sont des vecteurs tangents a V, c E, en 4(f,,(x)) 
+(fpTc(x)) respectivement. 
De plus: 
4(fp&)) * ~(f&,)> A .** f 0 
4(f&l)) A 4(fp4L)) A *** z 0 
Si (ui) est assez petit, cj(fpr(ti)) et 4(fpzr(5i)) different aussi peu que I’on veut. 
n[P+(fpt(i”i>) + Wfp”<ti>)] son t d es vecteurs tangents a V, c E,en Il(&(fp8(x)) + &5(f,,,(x))) 
11 faut prouver que: 
(*) 3”[Pd(fp’(ti)) + A4(fp”(ti>)] + O 
Tout d’abord, vu que p + A = 1, ,u, A 2 0 et que 4(f,,(&)), 4(fpr,(<i)) sont assez proches: 
?IPS(f,‘Cti)) + @(fp45i))] + O 
auk, II[,u~(f,,(&)) + . ..I differe, si (Ui) est assez petit, aussi peu que l’on veut de q5f,,,(&), 
d’oti (*). 
On voit facilement que pour l’homotopie ainsi construite l’espace tangent varie dune 
facon Cm en t. La demonstration est ainsi terminee. 
On voit done, que si f, g sont deux immersions Sk -+ E, telles que l’invariant de Smale 
Qu, g) = 0, f, g peuvent etre reliees par une homotopie rtguliere de classe Cm, en (x, t). 
Enfin, remarquons que par un raisonnement analogue, on peut prouver la proposition 
suivante : 
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PROPOSITION. Soit I” un cube et F(t,, . . . t,; x) : I”’ x Mk -+ V” une application telle 
que pour chaque syst2me t’;, . . . t$ JixP, F(t”,, . . . ti,; x) est une immersion, et que I’espace 
tangent varie continuement. Supposons aussi que F(t,, .,. t,,; x) soit de classe C” en (t, x) 
dans un voisinage de i”‘. 
II existe alors une application cD(tl, . . . t,,,; x) : I” x M” + V” de classe C” en (t, x), aussi 
proche de F que l’on veut, et telle que: 
Fli, = @[it” 
pour ty, . . . t: ,fixPs, quelconques, Q, est une immersion. 
Ceci nous dit que si l’on considere l’espace &(M”, V”) des immersions de Mk dans V”, 
avec sa CP-topologie, toute sphere singuliere de cet espace, a point de base, peut Ctre 
approchee aussi pres que l’on veut par une sphere de classe C”, a meme point de base. 
1. Introduction. 
s2. L’LNVARIANT Rr (A g) 
Nous allons considerer une variete differentiable I$ donnee une fois pour toutes. 
Nous allons appeler (k, r, p)-M,-figure (k + r 5 n, k < n) le couple constitue de la facon 
suivante : 
(a) une immersion 4, de M,, variete differentiable de dimension k, dans V,. 
(b) r champs transversaux, independants, de classe Cp, dans le fibre normal a 
M, : fi(i = 1, 2, . . . r). 
Les theoremes classiques d’approximation des sections par des sections de classe C” [S] 
ainsi qu’un raisonnement de Thorn [12, lemme IV.51 nous montrent que dans tout ce qui 
s’ensuit, p ne joue aucun role. Toute homotopie de deux (k, r, co)-figures dans l’espace des 
(k, r, 0)-figures pourra Ctre remplacee par, une homotopie de (k, r, co)-figures. On pourra 
done toujours supposer que p = co. Nous omettrons done de parler dorenavent de 
(k, r, p)-M,-figures, il s’agira dans ce qui s’ensuit seulement de (k, r, co)-h/l,-figures, que 
nous designerons pour la commoditt par (k, r)-M,-figures. Enfin, une (k, r)-Sk-figure, sera 
appellee, tout simplement, (k, r)-figure. 
Une homotopie & de (k, r)-M,-figures, sera par definition, une homotopie regulibre de 
Mk, 4,t et une collection d’homotopies (fJ,(i = 1, 2, . . . r), telles que {(A),} soient des 
sections avec les proprittes (b) du fibrt: normal a @r(Mk). 
Une homotopie reguliere de (k, r)-figures sera dite “basique” si pendant l’homotopie 
4, et (fi), sont fixes sur le pole sud de Sk. D’une facon analogue on definit une (k, r)-figure 
“basique”. 
Soient F, G deux (k, r)-figures basiques et Ek +r( V,) le fibre des (k + r)-rep&es lineaire- 
ment indtpendants, tangents a V,. Par une homotopie reguliere, assez petite, on peut 
toujours faire de telle sorte, que les (4,fi) de F, G respectivement, coincident sur un petit 
t D’aprts Smale [8] on entend par homotopie rkguliitre une homotopie qui B chaque &age est une im- 
mersion et de plus, telle que l’homotopie induite pour le fibrk tangent soit continue. 
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voisinage W (dif%omorphe B un disque) du p61e Sud de Sk. Les F, G induisent respective- 
ment sur S,-int W des applications (S,-int W) -+ Ek+,(Vn), qui coincident sur Fr W. On 
obtient ces applications ainsi : les premiers h vecteurs sont un repkre tangent, respectivement 
g &(S, - int W), f$JSk - int W); les autres Y vecteurs sont les fi respectifs. 
Ainsi, a deux (k, r)-figures basiques F, G, on associe une application S, -+ Ek+*(Vn). 
La classe d’homotopie de cette application est un tltment Q*(f, g) E ZQ(&+,( V,)). 
Si V, = E,, r = 0 on obtient Q” (F, G) qui coincide avec l’invariant Q(F, G) de Smale [8]. 
Nous allons prouver le thCor&me suivant: 
THI?OR&IE 1. Deux (k, r)-jigures hasiques, F, G, sent basiquement r.6gulitirement homo- 
topes si et seulement si !X(F, G) = 0. Si c1 E n,(E,+,(Vn)) et une (k, r)-$gure basique Fsont 
don&s, il existe une (k, r)-jigure basique G, telle que !T(F, G) = M. 
Remargues. (1) Si n,(E,+,(1/,)) = 0 le thCortme reste vrai si l’on efface le mot basique 
chaque fois qu’il apparait. 
(2) On peut dCfinir d’une faGon naturelle une structure de groupe (abtlien si k > 1 
ou si V, est parallClisable) sur les (k, r)-figures basiques. (Voire par exemple [4]). 
Cette structure de groupe est compatible avec la relation d’homotopie basique. En 
passant au quotient, on obtient un groupe qui est naturellement isomorphe g TC~(E~+~(K)). 
Pour prouber le thtorkme 1 on fera grand usage du travail de Smale [8] ainsi que de 
1’exposC qu’en a donnC Thorn [ 111. 
2. Le relbement des homotopies pour les espaces de (k, r)-figures. 
Soit EL l’espace des (k, r)-&-figures basiques.j- 11 existe une projection naturelle: 
7~ : E; + S;‘_ f oh, par S; on dCsigne l’espace des (r, k)-figures basiques. Cette projection n 
est obtenue ainsi: Si (4; fi, . ..f.)~E;n(q!~;f,, . ..f.)=($;.f,, ...fr+l)ESP?:est definiainsi: 
4 est la restriction de 4 B &; f, est le champ induit sur $(S,_ 1) en dtrivant &Bk) dans une 
direction radiale fz2, .., -,.+I sont les restrictions de fi, . . . f,. 
homotopies pour les cub::. 
LEMME 1. (EL, n, S;‘_:) est un$bre’ de Serre, c’est-&dire qu’il admet le rel&ement des 
Dimonstration. Soit une homotopie h,” : P + S;‘ii oh v E [0, l] et P est un cube. 
Supposons que pour chaque p E P, h,“(p) E S;: : est recouverte par un h(p) E EL (c’est-g-dire 
que 7&(p) = h;(p)). 0 n remarquera que par definition fi(p) est le champ de vecteurs 
transversal B h:(p) induit par h(p). 
Considerons la projection : 7~’ : S,l? i --f SL_ 1 obtenue en effacant les derniers r champs: 
f,, .f, *-. f,+i. Alors, un thCor6me de Thorn [l l] nous assure que le cube singulier 
z’ o h,” : P --f SL_ 1 peut &tre relevt en un cube h: : P + E;; h;(p) E E; sera h(p) E E; auquel 
on aura effact les champs transversaux. La dCmonstration sera terminBe si l’on construit un 
systkme indkpendant de r champs, transversaux, (et diff&entielles), g chaque h;(p), qui 
t Le “point de base” dera un point de la front&e de BE. 
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dependent continuement de (v,p), et qui coincident avec les champs deja don& pour 
u = 0, x E Frh&~)((v, p) quelconques). Pour cela on procede de la man&e suivante. On 
considbre l’espace [0, l] x P x B, = X. Soit Y le fibrt des k-plans tangents a V,, et Z le 
fibre, de base X, obtenu en consider-ant les paires constituees par un k-plan tangent et r 
vecteurs tangents a V,, au m&me point, independants entre eux, et transversaux au plan. 
On a une application naturelle $ : X + Y obtenue en considerant le plan tangent a 
IQ)(&) en h:(p)(x). Soit 3rI la projection Z --) Y. Soit Z’ le fibre induit par I,!J sur Xet 7t2 
sa projection. On considere pour Z’ la definition suivante [9] : Z’ = {x’, z} oh x’ E X, z E Z, 
W’) = R(Z). 
On voit bien que l’application fib&e $ : Z’ + Z (qui recouvre $) est de classe C” dans 
les variables qui correspondent a Bk. 
L’espace fibre (trivial) (Z’, X), admet une section audessus de (0 x P x Bk) u ([0, l] x P 
x S,) = X, (il s’agit de la section dont on a par16 plus haut). X1 est une retracte de deforma- 
tion de X, done cette section se prolonge a une section s(x’) auvdessus de X. Supposons 
que l’on a construit s(x’) de telle facon qu’elle soit de classe C” dans les variables qui 
correspondent a B,. Alors, en attachant a h;(p)(x) le rep&e s(u, p, x), la demonstration est 
terminee. 
Reste done a prouver seulement que l’on peut s’arranger de telle facon que s(x’) soit 
de classe C” dans les variables qui correspondent a B,. On remarque que la fibre de Z’ 
est une variete de Stiefel V”_k,r. Plongeons-la dune man&e indefiniment derivable dans 
un espace euclidien E,, de dimension suffisamment grande. Soit II/” le plongement, T, 
de tube de $ X(Vn_k,r) dans E,, 7c ’ la projection d’espace fibre rrx : TN --f Vn_k,v. 
La section don&e sur X,, composte avec $“, donne une application X, + E,, que 
l’on tcrit, en utilisant les coordonnees carttsiennes de E,: 
X - F,(o, p, XI 1- 
X2 = F,(b P, x) 
. . . 
xN = F,(% p, x) 
Nous allons considerer deux voisinages assez petits, 7 et V de X1 dans X, tels que F c V 
et Y - F separe X, de X - V. Sur V on prolongera chaqur fonction Fi de telle maniere 
que : 
I” sur V - p, F, soit de classe C”. 
2” Fi soit de classe C” dans les variables qui correspondent a &. 
On peut toujours supposer que l’application V + EN ainsi obtenue, a ses valeurs dans 
TN. Alors, en composant avec rr x, on obtient une application V + Vn_k,r qui a les proprietes 
I”-2”, done une section au-dessus de ?lr qui ait ces proprietts. Ceci nous permet, en utilisant 
les techniques classiques [9], de construire s(x’) telle que nous la d&irons. 
On a done seulement a prouver que le prolongement de chaque Fi est possible. Con- 
siderons tout d’abord l’ensemble B, x [0, 11. Dans cet ensemble considerons deux voisi- 
nages disjoints de Sk x [0, 11, B, x 0 : V;, V; d&finis respectivement par des surfaces de 
classe C”, se coupant le long de S, x 0. 
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En ce qui concerne W”;, on y amboitera une surface “parallele” a FrYi qui n’ait en 
commun avec FrY”; que Sk x 0. Cette surface engendre un nouveau voisinage p; c 9-i 
tel que Vi - 7; &pare Sk xl[O, l] du reste. De mCme on prend P; c Vlr; (voir Fig. 1). 
J 
On prolongera tout d’abord Fi sur les ensembles 
les proprittes de rtgularite requises. 
s, x0 
V; x P=Vl,-Y-; x P=V,avec 
Puis, il est facile de prolonger Fi autour de “l’angle” S, x P x 0 de facon indefiniment 
derivable (a l’exception de cet angle), d’une facon compatible avec les prolongements deja 
definis sur VI et TZ. 
Le prolongement sur V2 est aise a rtaliser. Reste a faire le prolongement sur VI. 
On pro&de de la manike suivante: on recouvre tout d’abord llrl - PI avec une suite 
d’ouverts Ui, tels que: le recouvrement soit localement fini, les Ui “s’accumulent” vers 
S, x 0, u(U,) soit assez proche de VI - VI, (u(Ui)) n ((S, x [0, 11) u (B, x 0)) = 4. On 
considere puis, des ouverts I$:., tels que K 2 iii et tels que le recouvrement (vi) ait les 
proprittes de (Ui). 
Posons sur B, le systeme de “coordonnees polaires” : T (rayon) yi, . . . yk _ 1 (coordonnees 
de Sk_ 1). Prolongeons tout d’abord Fi(x) definie sur S, x [O, l] x P sur Vi u (UV,) en 
posant : 
Fi(t, P, z~ Yl7 .** ~k-l) = Fi(t, P, YI, .** Y,-11 
F, est Cvidemment de classe C” dans les variables qui correspondent a B,. On va modifier 
Fi sur VI, V, u V,, VI u V, u V,, . . . de telle man&e que les sections modifiees, (FJI, (F&, . . . 
aient les proprietes suivantes : -(F,)j est aussi proche que l’on veut de F, 
(Fi)j = Fi sur C(V, u V, u . . . vj) 
(Fi)j est de classe C” sur Ui u U, u . . . CJj 
(Fi)i est de classe C” dans les variables qui correspondent a B,. 
Supposons que (Fi)j, soit deja construite. On construit (Fi)j+I de la facon suivante: 
On consider-e une fonction de classe Cm qui soit assez proche de Fj sur Vj+I, &t, p, x) et 
une fonction de classe C”, t+k(t, p, x) egale a 1 sur Bj+l a 0 sur Cvj+I. On pose: 
CFi)j+ lCtY P9 x, = C1 - ICIXFi)j+ 1 + ti4. 
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On voit bien que (Fi) j + 1 a les propriCtCs requises. Maintenant il est facile de continuer la 
dtmonstration. 
3. Un thCor&me d’kquivalence homotopique faible. 
Nous allons dire que deux espaces sont faiblement homotopiquement tquivalents 
s’il existe une application continue qui met en correspondance biunivoque les composantes 
connexes par arcs et qui induit un isomorphisme des groupes d’homotopie pour chaque 
composante. 
Dbsignons par r;(f,-J l’espace des (k, r) - B,-figures (avec la C2-topologie) telles que 
a+> Afi, . . . f, coincident sur Sk_, avec d4, 4, fi, . . . f, d’une certaine (k, r) - B,-figure. 
Soit un systkme de coordonrkes cartbiennes x1, . . . xk sur B,. A toute (k, I’) - B,- 
figure on attache une application B, -+ Ek+#Q dkfinie de la faGon suivante: 
4’(x) = (4X,, (4 f. * 4X,(X)~fi(4> . . . fP(X)) 
Soit (I?;)‘, l’espace des applications B, + E k+r( Vn) qui coincident avec W(f,,) sur Sk_ 1. 
D’aprCs Smale [8], nous allons prouver le lemme suivant : 
LEMME~. “W : r;(fo) -+ (Q’(fJ est une Pquivalence homotopique faible.” 
D’une fagon analogue & la dkfinition des espaces IY;(fO), (r;)‘(f,,), on introduit S;(gJ, 
(S;)‘(g,,) en considkrant des (k, r) - &-figures au lieu de (k, r) - B,-figures. 
On prouve d’abord que si CD* : r;(fO) -+ (JY;)’ est une kquivalence homotopique faible, 
il en est de mEme pour Y r+ 1 : S;+‘(g,) 4 (S;+l)‘(gO). Les applications (4, fi, . . . f,+l) sont 
fixCes sur l’hkmisphtre sud, Y*+ l est d6finie seulement sur l’hkmisphhe nord. (C’est 
l’application analogue g W). On consid&re r x c r, le sous espace tel que les jets de tout 
ordre sur Sk_ 1 coincident avec ceux de, fO et l’on voit que cette inclusion est une tquivalence 
homotopique faible. On considke alors le diagramme: 
Y 
S ;+I.-. (S;+‘)’ 
pi 8 pgI 
u-*x - m 
(les projections p, p’ sont dkfinies en considerant les 4, fi, . . . f,+ 1 qui dkfinissent e E S;’ ’ 
restreints B l’htmisphkre nord, et en effecant J;, de m&me pour p’). 
L’implication que nous d&irons prouver, rtsulte de la suite exacte d’homotopie et du 
‘five lemma” si l’on montre que (S, y, r “), (S’, p’, -’ 1 ) sont des espaces fib& de Serre, et 
‘que Y induit un homkomorphisme de fibres. On prouve ces assertions en utilisant les 
raisonnements de Smale. 
On prouvera maintenant que si Y+l : S;+_i(g,) -+ (S;‘_i)‘(gJ est une equivalence 
homotopique faible, il en est de m&me pour Cp’ : r;(g,,) -_) (r;)‘(g,J. (De cette assertion et 
de la pr&Cdente, le thkorkme d’Cquivalence faible s’ensuit sans peine, car le premier pas de 
l’induction est trivial.) 
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Soit E l’espace de toutes les (k, r)-&-figures, qui est tvidemment contractible (car il 
s’agit de (k, r) -&-figures basiques). C’est un fib& de Serre sur S, dont la fibre F est faible- 
ment homotopiquement tquivalente a r. On a done, en tcrivant la suite exacte d’homotopie, 
une strie de bimorphismes (la ligne horizontale superieure du diagramme (x)): 
ni(S) t- ni(E, F) _+ ni_,(F)- ni_,(lY) 
ni(S’) +” rr&, F’)z+ ni_;(F’)J- xi” ,(I?) 
Considerons de mCme les espaces E’, F’, S’, . . . obtenus en considerant les applications 
dans _!?(v,,). On montre par des raisonnements standard que (E’, x’, S’) est un fib&, de 
Serre. Sa fibre a Cvidemment le mCme type d’homotopie que r’, en m&me temps il est 
evident que E’ est contractible. 
Les fleches horizontales sont done des bimorphismes (il s’agit maintenant des fleches 
horizontales inferieures). Comme le diagramme est commutatif et Y est un bimorphisme, 
Q est un bimorphisme aussi. 
En ce qui concerne le thtoreme 1, il resulte aisement de ce lemme. 
Remarque: Avant d’aller plus loin, nous devons faire la remarque suivante: au lieu 
de la demonstration donnee ci-dessus au theoreme 1, on aurait pu proceder de la facon 
suivante: En utilisant le theoreme du relbvement des homotopies de Smale [8], on aurait pu 
(en se servant d’une partition de I’unite, de classe Cm) prouver le relevement des homotopies 
pour les cubes de classe C”. Car, si l’on utilise les cubes de classe C”, la partition de 
l’unite rtduit le probleme general du relbvement des homotopies a probltme “local”, que le 
thtorbme de Smale permet justement de resoudre. Alors, la remarque de la fin du premier 
ehapitre nous montre que (E, TC, S) est un espace quasi-fibrt au sens de Dold et Thorn [l]. 
La suite du raisonnement se fait comme ci-dessus. 
43. QUELQUES APPLICATIONS 
1. Construction d’une immersion avec certaines conditions aux limites: 
Nous allons d’abord prouver le theoreme suivant: 
TH~OR~ME 3. Soit n > k + 1, k + r < n, e E S;?: laprojection par n d’un PlPment donne’, 
une fois pour to&es de EL. Soit de m2me f E S;?:, quelconque. f E x(E;) si et seulement 
si Q’(e,fj = 0. 
D@monstration. Si nf' = f on utilise le fait que E est connexe par, arcs pour voire que 
!X(e, f) = 0. De meme, si Qr(e, f) = 0 on voit, en utilisant deux relbvements d’homotopies 
successifs quefE n(E). A ce sujet, le lemme suivant pourrait presenter quelque inter&. 
LEMME 3. Soit une (k, l)-figure de y, : (4, fJ(n > k + 1). Alors Zes deux situations 
suivantes sont 6quivalentes (c’est-&dire qu’elles arrivent en mt?me temps): 
(a) il existe une immersion 41 : Bk+ 1 -+ V, telle que 41 Is* = 4, le plan tangent h c$,(B,, 1) 
en $(p)(p E S,) est engendre’par f,(p) et le plan tangent Li +(S,). 
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(6) if existeune (k + 1, l)-&+,-figure (~$‘,f;) telleque c$‘ISk = f#~,_f;l~, =fi. 
Demonstration. Nous allons prouver que (b) implique (a) (dune facon “duale” on 
peut prouver que (a) implique (b)). 
La (k + 1, 1) - Bk+ r-figure (c#J’, f;) induit un fibre B,, r x [0, l] et une immersion 
* : Bk+ 1 x [0, 11 -+ V, telle que : 
vm+ 1 x 0) = fy 
$(I x t) = arc de geodtsique 
Dans B,,, x [0, l] on considbre un plongement $” : Bk+l + Bkfl x [0, 11, de classe 
C”, qui ait les proprietes suivantes (on introduit des coordonnees polaires) sur 
B kfl :re[O,l],xl,...xkeSk 
11/“((r>8)=Sk x [op+] 
ICl”({r<‘3>>={r<3} x 1 
Ic/ ’ ((3 < r < $1) = WBk+ 1 x CO, 11) 
On laisse au lecteur le soin de construire un tel $ ’ (qui a une certaine analogie avec 
le strengthening an angle round a corner de Milnor [5]). On obtient (a) en posant tout 
simplement : $I = II/ 0 II/ ‘. 
CORROLLAIRE. Soitf une (k, l)-fig we constitueepar une immersion C#I : Sk + V,(n > k + 1) 
et un champ transversal 6(p). Pour qu’il existe une immersion c.$~ : Bkfl + V, telle que: 
(I) 411Sr = 4. 
(2) le plan tangent c? cpl(Bk+ 1) en &r)(p E Sk) est engendre’par 6(p) et leplan tangent ri 
ddsk) en &id9 
ilfaut et il sufit que R’(e, f) = 0; par e on designe une (k, l)-jgure basique quelconque, 
telle que le prolongement desire’ existe. 
2. Applications aux varZtCs orientables g 3 dimensions. 
Ce paragraphe reprend quelques considerations du chapitre II de [6]. Tout d’abord 
observons qu’un theoreme classique de Stiefel [9], [lo] nous assure que tout V, orientable 
est paralltlisable. Done E,(T/;) = V, x V,,,; designons par p1 la projection E2(V3) -+ V,,,. 
Si f est une (I, I)-figure dtsignons par m(f) le pfR’(f, e) E nl(V,,,) = 2’. (Le m(f) ainsi 
defini, coincide, comme on s’en peut convaincre sans peine avec le m(f) de [6]). Nous 
empruntous a [6] les definitions suivantes: 
Si K,, est un complexe pur a n dimensions et 4 E K, un sommet on designera par 
Z,(K.; 4) I’ensemble des simplexes incidents a q, et par C,_,(K,; 4) la “frontike” de 
&(K,; q) c”est-a-dire l’ensemble des simplexes de C,(K,; 4) qui ne sont pas incidents a q. 
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Si V, est une variete a 3 dimensions et c’2 une cellule bi-dimensionnelle quelconque de 
V, (on suppose V, triangulee), alors on designe par a; une cellule ouverte contenue dans a2 
telle que 5; n F,.aZ = a. On dtsigne 
V,Z = U(a, - a;) 
Vi est un complexe bi-dimensionnel ayant le meme type d’homotopie que le squelette 
1-dimensionnel de V,. 
On appellera une “immersion des orientations” un homeomorphisme F : V $ + E, 
tel que: 
(1”) (&(V,, 4)> v: n&% 4)) = (%% F(q))), F(V:) n &(~~~ F(q)) 
(2”) pour toute (1, 1) figure de V, (contenue dans Vz) f, 
m(f) = m(W)) 
On a: 
TH~OR~ME 3. Toute V, orientable, admet une immersion des orientations. 
DPmonstration. On peut considerer, sans perdre la gCnCralitC que le squelette l- 
dimensionnel de V$ est un bouquet de cercles C,, C,, . . . de sommet commun p. 
Soit sur chaque Ci, pi le point diametralement oppose a p. Coupons Vi au point pi par 
une section transversale a Ci. 
On obtient un complexe contractible qui peut Ctre tvidemment plonge dans E,, de 
telle man&e que la condition 1” soit satisfaite. 11 faut maintenant “recoiler” les coupures 
au points pi. On fait cela de telle man&e que la condition m[fi) = m(F(fi)) soit satisfaite, 
fi Ctant une (1, I)-figure dont le cercle-support est Ci. Alors, des relations algebriques de 
compatibilitt faciles a Ccrire nous assurent que 2” est satisfaite pour toute (I, l)-figure. 
Le theoreme 3 permet de retrouver le theoreme suivant de Whitehead [ 131: 
“Toute cari& orientable ouverte d 3 dimensions peut e^tre immergbe dans E3.” 
Pour prouver ce resultat on part d’une immersion des orientations (on n’utilise pas le 
squelette 2-dimensionnel, mais un souscomplexe de ce squelette qui soit retracte de de- 
formation de V,), puis on ajoute des cellules immergtes a 2 dimensions et, finalement, on 
‘grossit” le rtsultat. La seconde operation est immediate, la premiere est possible car les 
conditions de transversalite que doivent satisfaire les immersions sont satisfaite, vu 2”. 
D’ailleurs, par un raisonnement qui ne presente pas de difficult&, on peut se convaincre 
que le theoreme 3 et le theoreme de Whitehead sont equivalents. Au dernier chapitre on 
prouvera un theortme beaucoup plus, general. Neanmoins nous avons consideree qu’il 
n’est pa inutile d’insesrer ici ces considerations. 
Remarque. Vu que xl@‘,,,) = xl(V,,,) = Z, on voit facilement que les “constantes 
universelles” N, k de [6] sont N = k = 2 (resultat qui d’ailleurs, comme on l’a vu, est 
inutile pour [6]). 
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$4. QUELQUJZS APPLICATIONS (suite et fin) 
Dans ce qui s’ensuit on va prouver le thtorkme suivant: 
TH~OR~ME 4. Soient V,, M, deux varie’tks d$f&entiables, p > n, V,, &ant supposb 
compacte. Toute immersion f : V, + M, se prolonge ci une application canonique F : P, -+ Py 
ou par Pv, Pw on dksigne les$br& tangents d V,, M,. Pour que deux immersions f, g soient 
r~ggulit?rement homotopes, il faut et il &fit que F, G soient homotopes, par une homotopie 
compatible avec IaJibration. 
Pour V, = S,, M, = E, ce thtorbme coincide avec le rtsultat de Smale [8]. 11 reprkente 
la solution d’une conjecture proposte par Ehresmann [2, 111. 
1. Soient n, n ’ les projections d’espace fibrC: n : P, + V nx : P, + M. Dtsignons par 
F, l’homotopie, compatible avec la fibration, qui relie F, G : Py -+ P,(F, = F, F, = G). 
On prouvera qu’on peut toujours supposer F, de classe C” (dans l’ensemble des variables). 
En effet, prenons comme point de depart une homotopie F; qu’on va modifier de telle 
facon qu’elle devienne de classe C”. 
Soit (UJ un recouvrement ouvert de V,, ayant les propri&& suivantes : 
P, est trivial au dessus de Ui; 
il existe un recouvrement (wj) de [O, l] tel que P, soit trivial audessus de n ’ F,(Wj x 
f-w,)). 
Consid&ons un recouvrement ouvert Wi,j de V x [0, I], tel que Wi,j c Ui x Wj = Wi:j* 
En changeant le systbme d’indices dtsignons W;i,j, Wi:j par W,, w’. 
On peut toujours supposer que F: est de classe Cm sur(V x [0, E]) u (V x [l - E, l])et 
que (WJ est un recouvrement ouvert de V x [E, 1 - E]. On modifiera F; successivement sur 
w;, w;u w;, . . . . Supposons que la modification (F;)i est d&j& dkfinie. On construit 
(F’,)i+ 1 de telle faGon que : 
(F;),+1 = (F&, en dBhors de W/+1; 
(F;)i+ 1 est de clase C” sur Wi + 1 ; 
(Fiji + I est aussi proche que l’on veut de (F;). 
Pour cel& on prend un systkme fondamental de vecteurs: 11, . . . iJ, de la fibre de 
(n-‘(Wi;l), TC, Wi; 1). On a, pour chacune de ces composantes une application: 
F’: W,‘+l -+ E, = fibre de (7-F -l(zX(F,(Wi;,)), xx, nx(F,(Wi’+,)))). 
F’(U) = (F;),(tj x CC) CIE W,;l 
I1 suffit maintenant d’appliquer & Fj le raisonnement classique de Steenrod [9] pour 
l’approximatiqn des sections continues, par des sections de classe C”. 
2. ConsidCrons maintenant la situation suivante. Soit B: un disque de front&e S:_, 
et B, un second disque, concentrique au premier, de front&e S,_ 1 (assez proche de S;_ I) 
De mCme soit BF de frontiCre S:_ 1 concentrique A B, : Bz c B, c Bi. 
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Soit le cylindre 
1-,,, = ([O, 11” x B;) u ([ - 1, 01” x B;) 
dont on a “rlgularisC” les “angles” (voir par exemple le second chapitre de [3]). 
De m&me soit: 
II,,~ = ([0, 11” x (B: - int II:)) u ([ - 1, 0-J" x (B: - int B:‘)) 
Soit r + 4 < p et a0 une immersion a0 : lYr,q -+ M,. Soit de mCme (d;), : [O, l] x A,,, 
-_, M, une homotopie rCguli&e, de classe C”, de +01,,, 4. Je dis que dans ces conditions 
il existe une homotopie r6gulikre de classe C”, (QI), de (I+,, telle que: 
(@I)tl*V.s = (W, 
(@I)t]B’,- intB”,= (@‘;)t]B’,- intB”, 
(Cette proposition est un cas t&s particulier d’un thtorkme de relkvement des homo- 
topies qui B premike vue semble plus gtnCra1 que celui de Smale [8] et de Thorn [II]. 11 
n’en est presque rien car les jets d’ordre suptrieur B un sont, & une homotopie p&s, deter- 
minks par les jets d’ordre un.) 
Pour la dtmonstration, on va adapter une construction de Thorn [ll]. On pro&de 
ainsi: On considkre le fibrt normal (de fibre Ep_r_4)X:4 a A,,, induit par I’immersion 
%l*r,q. Jl existe une immersion canonique f: X:,, -+ M,, telle que f appliqute k la section 
nulle de XT,, (que nous pouvons identifier ri Ar,q)t coincide avec B01AV,4. f(Xg,) est un 
voisinage de “o(Ar,ll) dans M,. On peut considkrer, sans perdre la gCnCralit&, qu’il existe 
une homotopie : 
~4 : & x CO, 11-a Z,, 
telle que I/I, est un plongement et que: 
(W, =f o lClt 
(done Q&,,, =f o $& 
Alors, pour que la dkmonstration soit terminke, il suffit de prouver qu’il y a une famille 
(de classe C”) de diffkomorphismes : H, : Xf,, + X;,,, tels que : 
WtlFrX,fq = identitC 
‘Pt = H, o Y, 
Les diffkomorphismes HI peuvent etre construits en exhibant un certain systbme 
dynamique que nous laissons au lecteur le soin de construire. 
3. Reprenons les notations du second paragraphe, et considkons la situation 
suivante. Soient deux immersions mO, @I : IY~,, --+ AI, telles que Q~[~,,~, mIll\ soient reliCes ‘,‘I 
par une homotopie r$guli&re de classe C”, tit. 
Soient @,,, QD, les applications du fibrk tangent g I;,4, dans le fibrC tangent & M, 
induites par Q,, mD,. De m&me, soient i,Fz les applications du fibrC tangent B A,,q dans le 
fibrC tangent B M,, induites par les $,. 
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Supposons que @,, G1 peuvent etre relites par une homotopie Gti,, compatible avec 
les fibrations, qui coincide avec les $t audessus de A,,,. 
Je dis que dans ces conditions il existe une homotopie reguliere, de classe C”, CD, 
reliant Q0 et @r, telle que: 
@*I*,,, = *t/2 pour r E co, t1 
~Lq = @I Ln pour t E H, 11 
En effet, on considbre tout d’abord a0 et r/It. Le paragraphe precedent nous permet de 
construire une homotopie rtgulibre, de classe C”, @D; : I’r,q -+ M, telle que @‘r(A, 4= $,. Con- 
siderons l’immersion Qi : rr,q + M,. Pour les deux immersions @i, aI les conditions au 
voisinage de S,_, coincident. Tout-a-fait comme dans le second chapitre on peut definir 
pour ces deux immersions un invariant U(@$, @r). 
On voit sans peine que !X(Q;, (D1) = o .aI, QI peuvente tre relites par une homotopie 
reguliere (qui vu le premier chapitre peut &tre consideree de classe Cm) ayant les mCmes 
don&es que QI, @D; sur un voisinage de S,._ 1. Maintenants, il est facile de mener a bout la 
demonstration. 
4. On va considerer pue V, est triangulee dune facon compatible avec la structure 
differentielle. C’est-B-dire qu’on va considerer que chaque simplexe de dimension k est 
une sousvariete a bord (de classe Coa) ayant des singularites sur les squelette de dimension 
k - 2. Si l’on consider-e un simplexe de dimension k, (TV on peut toujours considerer une 
sphere ~z_~ c ck, plongee de facon C” dans int ok et qui approche I+~ d’aussi pres que 
l’on veut. C’est une construction de regularisation que nous laissons au lecteur le soin 
de mener a bout. 
Designons par & le squelette k-dimensionnel de V,. Pour chaque C, on peut construire 
un “voisinage tubulaire” CL sous-variete de classe C” et de dimension n de V,, contenant 
c,. (C’est un voisinage de &.) CL admet I& comme retracte de deformation et la deformation 
respective a une forme particulibrement simple. 
De meme si R, est une partie de & on peut considbrer un “voisinage tubulaire” R; 
qui a vis-a-vis de Rk les meures proprietes que XL relativement a &. 
Nous allons construire l’homotopie reguliere dtrivee, par un pro&de d’induction sui- 
vant les squelettes de dimensions croissantes & de V,. 
En fait, nous allons construire successivement des homotopies regulibres @f : [0, l] x Cl 
+ Mp, de classe C”, telles que les conditions suivantes soient satisfaites: 
(1”) #I,,,_ 1 = @-’ & un changement de parametre prts: 
(2”) @t relieflzti a gIri 
(3”) Si G est un simplexe de dimension i quelconque Q$, n z,,_ 1 coincide (a un change- 
ment de parambtre pres), avec @f- 1 lb n z,i_ I. 
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(4”) 11 existe une homotopie, compatible avec les fibrations: Ff : P, -+ P, reliant F, G, 
qui soit homotope a F,,t et telle que Ff, audessus de Xi coincide avec l’homotopie PEri + PM 
induite par @f. 
Le premier pas de l’induction est trb facile. 11 s’agit tout simplement d’une homotopie 
reguliere de boules dedimensions n. (Car Cb est une reunion finie de telles boules, disjointes.) 
Chaque boule possbde outre la structure C”, une “structure” induite par l’etoile simpliciale 
du sommet attache a la boule respective. Cette “structure” est deform&e d’une facon 
continue pendant l’homotopie. Reste a effectuer le passage de (i - 1) a i. C’est ce qu’on 
fera au paragraphe suivant. 
5. Supposons que ai-’ est deja construite. Pour construire @f, avec les proprietes 
d&i&es, il suffit de considerer separement chaque simplexe ci de dimension i. 
Soit ki la front&e de oi. k{, le voisinage tubulaire de 8i est une partie de C[_ i. Au lieu 
de considerer &i on peut considbrer acl, definie comme au paragraphe precedent. Sans 
perdre la gtntralite on peut supposer que a,“_i c c?;. Alors, d-i n’est autre chose que le 
voisinage tubulaire normal, proprement dit, de ai”_ r dans V,. Ce voisinage est evidemment 
un fib& trivial 
rtalisent d’une facon evidente la situation du commencement du paragraphe 3. (On designe 
par int oi”_ I la partie de oi, interieure a cri”_ i .) Le fait que la situation du paragraphe 3 est 
rtahde, rbsulte de l’existance de l’homotopie FIT ‘. 
@f peut done &tre construit sur chaque oi. 11 peut done etre construit globalement, car 
il n’y a qu’un nombre fini de simplexes done un nombre fini de changements de parametres 
(c’est ici que la compacitt de l’espace-source est utilisee). 
Les proprietes I”, 2”, 3” du paragraphe precedent sont verifites immediatement. Reste 
a construire Ff. C’est ce qu’on fera au dernier paragraphe. 
6. Pour construire Fj on revient de nouveau a paragraphe 3. Considerons l’homotopie 
I;:-’ restreinte a cri (un simplexe de dimension i fixC) et l’homotopie $;f restreinte de 
m&me a ce simplexe (on designera par (Df l’homotopie P,, + P, induite par l’homotopie 
reguliere 3:). 
Je dis que ces deux homotopies (qui coincident pour t = 0, 1) peuvent ttre deformees 
l’une dans l’autre de telle f&on que pendant la deformation les conditions sur t = 0, 1 
restent satisfaites. 
Pour cela considerons tout d’abord le lemme 2 de [3]. Soient w, w’ E Ii( telles 
que a’(~, w’) = 0. Done IV, w’ sont regulierement homotopes. (Dans le second chapitre 
U( . . . , * . . ) est dtfinie pour les (k, r)-figures basiques, mais, comme on l’a deja observe 
!X( . . . ) . . . ) peut Ctre dtfinie, sans aucune difficultt, si les deux arguments sont des (k,r) - B,- 
figures dont les jets d’ordre 1 sur la front&e coincident). W(w), W(w’) peuvent Ctre relies 
par deux homotopies: par l’homotopie X, obtenue en projetant l’homotopie reguliere par 
ar, et par l’homotopie obtenue en projetant tout d’abord w, w’ par W dans (I’); et en 
t Avec conservation des conditions pour t = 0, 1. 
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Ccrivant explicitement que Q*(w, w’) = 0. On obtient une courbe fermee de l’espace (I?‘);. Je 
dis que cette courbe est homotope a 0. En effet, on a la situation suivante: deux espaces 
IYl; et (r;)’ et une equivalence homotopique faible Qr : r; --f (I?;). De plus, deux points 
w, w’ E r; lies par un arc A de r;. Les points W(w), W(w’) sont lies par un arc A’ de (Q’. 
Je dis que l’arc A peut toujours etre pris de telle maniere qu’il y ait un disque singulier de 
(I?‘); de frontiere jk’ - W(A). Ceci r6sulte du fait que W’ est une equivalence homotopique 
faible, de la man&e suivante : Soit T le “mapping-cylinder” de W, i : r c z l’inclusion natur- 
elle, et p : z --f (r’) la retraction naturelle. On a ni(Z, lYl;> = 0. La courbe (w x [0, 11) + I’ + 
(w’ x [I, 01) c t peut done Ctre deformee en une courbe I de r;, d’extremites w, w’. 3. est 
Cvidemment la courbe cherchee (car il suffit de projetter la deformation par p). 
En utilisant la definition explicite de (Df (et sa construction, qui est donnee au para- 
graphe 3), et le raisonnement precedent, on voit que Ff-‘, @f sont homotopes, dans le 
sens indique plus haut. 
Une construction habituelle nous permet alors de construire une homotopie Ff, qui 
coincide sur C; avec Qi et qui peut etre deformee en F, (avec conservation des conditions 
pour t = 0, 1). 
La demonstration est ainsi terminee. 
$5. SUR L’IMMERSION D’UNE VARIl?TE PARALLPLISABLE, OUVERTE 
n-DLMENSIONNELLE DANS En 
Ce dernier chapitre est consacrt a la demonstration du theoreme suivant.? 
TH-~OR~ME 5. Toute varie’te n-dimensionnelle, paralle’lisable, ouverte, peut e^tre immergt!e 
dans E,,. 
Ce theoreme reprtsente plus ou moins un resultat dtfinitif, car: 
I1 implique immediatement que toute variete parallelisable compacte, A bord #O, de 
dimension n, peut etre immergee dans E,; 
Si une variete de dimension n peut Ctre immergee dans E,, elle est surement paralleli- 
sable ; 
Une variete compacte, de dimension n, dont le bord est @ ne peut pas Ctre immergbe 
dans E, (elle peut du reste sfirement Ctre immergee dans E,, 1 d’apres Hirsch). 
1. Nous allons reprendre quelques notations du chapitre precedent. Si V, est une 
variete n-dimensionnelle on designera par Zk son squelette k-dimensionnel, par XL son 
“voisinage tubulaire” (qui est une variete ouverte de dimension n, admettant & comme 
retracte de deformation. La deformation, comme on l’a deja dit, prend une forme 
particulitrement simple). Si R, est une partie de I&, on designera de mCme par R; son 
“voisinage tubulaire”, qui a les m&mes proprietes vis-a-vis de R,, que XL vis-a-vis de C,. 
Je dis que si V, est ouverte, il existe un sous-complexe R,_, c Zk_l, tel que: 
Sr ri est un stmplexe de R,_, de dimension i < k - 1, il est face dun simplexe Q~+ r 
de dimension i + 1, de R,_,. (Dans ces conditions, on dira que Rk_ 1 est “pur”.) 
t Ce thkorkme a &6 prouvk rbcemment, d’une autre man&e par Hirsch. 
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V, admet R,_, comme rttracte de deformation, et la deformation prend une forme 
particulierement simple. MCme plus, V, est diffeomorphe a R;_,. 
On prouve tout d’abord cette assertion pour le cas oQ V, = int W,, W, etant une 
variete compacte a bord, de bord F,_ I. 
En ce cas, en effet, on suppose (W,, F,_ 1) do&e d’une triangulation compatible avec 
la structure differentiable, ce qui est toujours possible [14]. On definit par induction une 
suite de sous-complexes de W,, : K, ZI K, I> . . . =I K, tels que: 
K, = W,; 
Lim Ki =n (icf); 
K,_ 1 - K, = di = un simplexe de dimension n; 
K, a la dimension y1 - 1; 
Ki admet Ki_I comme retracte de deformation et la retraction admet une structure 
particulierement simple (qui sera explicitee pendant la demonstration). 
Supposons que Ki_ 1 soit deja construit. Pour des raisons homologiques tres simples, 
si dim Ki_ 1 = n, il existe au moins un simplexe de dimension n, ci de Ki_ 1 qui ait une face 
ki_r telle que: il n’y a aucun autre simplexe n-dimensionnel de Ki_l qui admette ki_r 
comme face. Alors on pose Ki = Ki_ 1 - ui. La deformation est definie ainsi: on fait 
passer par chaque point de 6i_ r un segment parallble a la mtdiane qui correspond a 6, _ I 
et on le prolonge jusqu’a ce qu’il rencontre Froi - cfi_ 1. Ces segments definissent la dt- 
formation sur bi c Ki_l. Sur Ki - cri elle est definie par l’identitt. 
Maintenant revenons au cas general. Si V, est ouverte on prouve tout d’abord qu’il 
existe une suite de varietes compactes a bord, contenues dans V, : I/illiZ, . . . i, telles que 
WV = V,, les int V sont disjoints. Frv, . . . i, a N + 1 composantes connexes. L’une est 
collee a FrV,, . . . i,_, les autres aux FrVi, . . . i,+l(iJ+l = 1, . . . N). Les V forment done un 
ensemble filtrant, auquel on peut appliquer, par induction, le raisonnement precedent. 
Pour prouver notre theoreme il suffit done de considerer R,_ 1 c V,. On aura R;_ 1 = V, 
et il suffira de prouver que R;_ 1 peut-Ctre immerge dans E,,. C’est ce qu’on fera. 
2. Designons les squelettes consecutifs de R,_, par R,, RI, . . . Dans ce paragraphe 
nous allons immerger R; dans E,, dune facon qui generalise “l’immersion des orientations”. 
Pour simplifier, supposons que R, c R; est un bouquet de cercles C,, C,, . . . (il 
est facile de voir que ceci n’enleve rien a la generalite), de sommet P. 
Comme V, est paralltlisable son fib& tangent est de la forme V, x V,,, = V, x 0,. 
Designons par p la projection: p : V, x 0, -+ 0,. Le fibrt tangent a R; est de la forme 
R; x 0,. 
Nous voulons definir une immersion: $ : R; + E,, telle que la propriete suivante soit 
satisfaite les deux applications: 
R’, x 0, + V, x 0, obtenues: 
en considtrant l’application fibree R; x 0, + V, x 0, et en composant avec p; 
en considerant I’immersion $ et l’application R; x 0, -P 0, qui en resulte, sont 
homotopes. 
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Pour cela il suffit que l’immersion $ ait la propriete suivante: Pour chaque cycle 
y1 de RI on considere une (1, 12 - 2)-figure p(yr) de support y1 .p(yJ est caracterisee par 
un element de r~r(&_~) = Z,. (En fait elle est caracterisee par un sZ”-” E ni(E,_r(V,)) = 
rcl(V, x V&1) mais on considbre p : V, x V,,n_l -P Vn,n_1 et pXRnd2.) 
On demande que l’element de TT~(V”,~_~) attache A $(p(yi)) soit le m&me que celui 
attache a p(yr). Or pour celA il suffit de considbrer une (1, n - 2)-figure ti, attach&e g 
chaque Ci, et demander que la condition CnoncCe prtcedemment soit satisfaite pour chaque 
(1, n - 2)-figure de support Ci. D’autre part, si p(y& est une (1, n - 2)-figure de R, 
P(YJ = ti, + *** tip 
oti l’addition est comprise dans le sens de la structure additive naturelle des (k, r)-figures, 
dont on parlait au II chapitre. 
Par un calcul immedait, on arrive au resultat. 
On choisit done une (1, n - 2)-figure quelconque de support Ci. On considere sur 
chaque Ci le point PI diametralement opost a P. Par chaque Pi, passe une cellule & n - 1 
dimensions Bi, transversale B Ci, et & &, et que stpare R;, au voisinage de Pi. En coupant 
R; suivant chaque B’, on obtient une cellule A n-dimensions. 
Celle-ci peut-&tre plongee dans E,. , 
Reste a recoiler les deux exemplaires de B’. On peut toujours le faire de telle facon 
que la (1, n - 2)-figure de E,, obtenue de &, soit caracteriste par un element de x,(V,,,_ I> 
don& d’avance. 
3. Supposons maintenant que les simplexes de dimensions > 1 aient BtC ordonnes suivant 
une famille d’indices appartenant A un ensemble bien ordonne M, de telle facon que, si 
lim oi > lim oj, i > j. Designons par TX le sous-complexe de R,_, obtenu en considerant 
la reunion de R, et des simplexes d’indice 5~. 
Par induction on va construire une suite d’immersions $, : T,’ + E, telles que les con- 
ditions suivantes oient satisfaites : 
1”. I+& = 1c/. 
2”. Si r c x, $X(T,r = li/,. 
3”. L’espace tangent B TL est Cvidemment T,’ x 0,. 
On demande que les deux applications uivantes: T,’ x 0, -_) 0, soient homotopes (par une 
homotopie compatible avec les homotopies analogues correspondant aux indices inferieur) :
T"x O,+ V, x O,:O, x 
tirx 
T; x O,+E, x O,+qO, 
4. On procedera par induction. Si x - 1 n’existe pas, il n’y a aucune difficult6 Si 
x - 1 existe T, - TX_ 1 = un simplexe de dimension i, 6, dont les faces sont dans TX _ 1. 
Soient dans G deux spheres de dimension i - 1, de classe C”, approximant Fr c : cl, g2 
(al c int 02). CT’ = c x En_ i et +, est definie sur (G - int cr2)’ = (G - int (rr) x E, _ i oh elle 
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coincide avec 1,4,_~. Cette derniere est deja definie sur (a - int oJ’. Soit c1 une petite cellule 
(i - 1)-dimensionnelle de vl. Soit une petite sphere, de classe C”, cr3, telle que d3 n o2 = a, 
cr3 c int fsZ - int o1 .(cr - int gl)’ induit deux (i - 1, IZ - i + 1)-figures basiques de supports 
c2, CT~ : yZ, y3 (les premiers champs sont les champs transversaux induits par G). 11 existe 
une (i, n - i) - B,-figure y3 de support int c3, de (B - int GJ’ : ~7, = y3. 
Dans Tic V,,W- i+1(y2, Y3) E: 0 car yZ, y3 sont basiquement regulibrement homotopes, 
par une homotopie de support int cr2 - int 0s c G. Done pXSLn-ifl(yZ, y3) = 0 ce qui 
exprime une certaine homotopie dans I&, = 0,. Considerons 4 : E, x 0, + 0, (projection). 
L’homotopie dont on vient de parler, peut etre consideree pour $,_ r(yJ, $X_ 1(y3) (vu les 
conditions de compatibilite, de II/,_ i). 
Done qxW-i+l ($,_ l(yZ), t,kX_ 1(y3)) = 0. Mais qx &ant un bimorphisme: 
l-r-*+l ($&JZ)> $,-l(Y3)) = 0 Cd ans E,,). Ceci dit, vu que $X-1(y3) E lm 71 on a que 
tiX_ l(yZ) E hn rc. (Test-a-dire qu’il existe une (i, n - 1) -&figure de En, P, n(P) = @,- 1(y2). 
On peut toujours supposer que B coincide, sur un voisinage assez petit de u2 avec 
Il/x_,(int aZ). 0 n supposera done que (support /3) u $X_1(~ - int c2) dtfinit l’immersion 
r,kX. Elle se definit immediatement pour 0’. l”, 2” se vtriflent immediatement. 
Reste a verifier 3”, done que les deux applications dont on parlait a 3” sont homotopes: 
la premiere est obtenue ainsi: on tcrit que dans V, il existe une (i, n - i) - B,-figure 
qui prolonge la (i - 1, n - i + I)-figure yZ et qui contient y3. (C’est la definition de c.) 
Cette relation, devient dans E,, x 0, une homotopie reguliere de $X_1(y2), $Z_1(y3) a 
laquelle on ajoute “le couvercle” rr($X_1(y3)) = y3. (C’est ce qui nous a permis d’ecrire en 
E,,: 
Q"-i+1($x-l(Y2)~ $pdY3))= 0 
La seconde des deux applications est l’application p’ x 0, + E, x 0, -+ O,, obtenue 
en “integrant” I’application precedente et en “differentiant” de nouveau. Pour voir que 
les deux applications sont homotopes il suffit d’analyser la demonstration du theoreme 2. 
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